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A gréfelmélet a kombinatorika egyik igen fontos eleme. Kialakulasat tobb idéponthoz is
kotik. Van, aki ahhoz az idéponthoz rendeli, amikor Euler megoldotta a Konigsbergi-hidak
problémajat. Vannak olyanok is, akik Guthrienek De Morganhoz intézett kérdésétél
(négyszinsejtés korai megfogalmazésa) szamitjak a grafelmélet kezdetét.

A gréafelmélet elemeit nem csak a matematikaban, de a mindennapi életben is gyakran
hasznaljuk. Akar uthalozatok abrazolasahoz, gazdasagi kapcsolatok szemléltetéséhez, vagy
molekulak leirasahoz.

Most nézziik meg, hogy milyen tipusait ismerjik a grafoknak:

Egyszert graf: G egyszert graf, ha

V véges cstcshalmaz, E pedig bizonyos

A csucsparok halmaza, amelyet
élhalmaznak nevezink.

A gréfokat le tudjuk rajzolni. A

2 . rajzon a csucsokat karikakkal, mig a
csucsokat Osszekotd  éleket  vonallal
szoktuk jeldlni.

Az 1. abran is jol lathato, hogy A, C,
F cstcsokhoz sok él kapcsoladik, és D, F
kdzott nem all fent kapcsolat.
L 4bra Ha a G gréaf egy tanuldcsoport viszonyait

szemlélteti, akkor egybdl lathatjuk, hogy
ki az osztaly kdzponti személyisége, és ki az, akinek keveés baratja van.



Sokan a grafot, mint alapfogalmat a kénigsbergi —hidak problémajara vezetik vissza.

Probléma: A konigsbergi hidak problémaja egy hires matematikai probléma, amit Leonhard
Euler oldott meg. A probléma torténete, hogy a poroszorszagi Konigsberg (most
Kalinyingrad, Oroszorszag) varosban hét hid ivelt 4t a varost atszeld Prégel folyon
ugy, hogy ezek a folyo két szigetét is érintettéek. A kdnigsbergiek azzal a kérdéssel
fordultak Eulerhez, vajon végig lehet-e menni az 6sszes hidon ugy, hogy
mindegyiken csak egyszer haladjanak at, és egyuttal visszaérjenek a
kiindulépontba. 1736-ban Euler bebizonyitotta, hogy ez lehetetlen.
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2. &bra

A 2. abran is lathatd, hogy a graf csdcsai
szarazfoldi egységek, mig az élek a hidak, melyek
E két szarazfoldi egységet kotnek Ossze. Ez a graf

« viszont nem egyszeri graf, az ¢élek nem

azonosithatdk csucsparokkal.
lgy ez a G gréf V véges cslicshalmazt, E véges

élhalmazt tartalmaz, de ezenkivil V és E kozott

3. dbra fennall egy illeszkedési relacio, azaz v csucs e él

veégpontja.



V, E, | grafot alkotnak, ha minden élnek két végpontja van, de meg kell jegyezniink,

hogy ez a két végpont egybe is eshet.

A konigsbergi-hidakat is abrdzolhatjuk gréafként is. (3. dbra

Vegylnk egy G gréfot, melynek nézzilkk meg egy csucsat. (veV). Ha a v csucsot nagyitoval

vizsgaljuk konnyen meg tudjuk hatarozni v fokszamat.
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4. &bra

A v csucs fokszdma annyi, amennyi a ,,napocska sugara”. Ebbdl is latszik, hogy a hurokél a

fokszdmhoz 2-t ad hozz4. Ezek alapjan:

A v csucs fokszdma kiszamithato:

d(r)= |{e € E : e egy v-re illeszkedé nemhurokél}| + 2|{e € E : e egy v-re illeszked6 hurokél} |

Tétel: G graf esetén:

2d(v)=2lE|

Bizonyités: Ha lerajzoljuk a G gréafot, és minden élgoérbe két végpontjahoz irunk egy egyest,

Példa:

akkor a kovetkez6t tapasztaljuk: minden élhez 2db egyest irhatunk. Igy a valasz

2|E|. Egy masik valaszt kapunk, ha a csucsok kdrnyezetében talalhatd egyeseket

vizsgaljuk. Ha megszamoljuk a v csucs korll d(v) db egyes van, ezeket kell

Osszeadni. A valasz itt tehat Y d(v). A két valasznak meg kell egyeznie, igy

visszakapjuk a tetel allitasat.

Ks graf. Ebben az esetben 5 csucs talalhato, amely 10 élt hataroz
meg. Minden csucsbol 4 él hizhato, igy a graf 4 regularis.

Egy graf regularis, ha minden csicsanak ugyanaz a fokszama. Egy
k regularis graf esetén minden cstcsnak k a foka.

Altalanositva: Egy K, graf esetén |V|=n, mig az élek

n

2

szama ( ) K, reguléris, akkor a fokok kdzos értéke n-1.



Egy n pontt korgraf esetén az €lek és a cstucsok a kdvetkezoképpen szamolhatok:

[E[=n
[VI=n

A graf minden esetben 2 regularis.
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6. dbra

Meg kell jegyezniink, hogy C; és C, korgrafok nem egyszerti grafok, mig Cs, Cy, ....Cy igen.

A testekbdl is képezhetiink grafokat. Vegyuk példaul egy kockat.

|

: Ekkor:
| E|=12
A VI8

7 Fokok kozos értéke: 3

7. dbra

A grafoknak tobbféle lerajzolasa is létezik.

Definici6: Izomorf grafoknak nevezzik azokat a
grafokat, amelyekre létezik olyan ¢: V(H) -> V(G)
bijekcié ugy, hogy ha uyv € V(H) szomszédos
pontok esetén o(u), ¢(Vv) is szomszédos csucsok is
szomszédos csucsok (G-ben) és megforditva is
igaz.

A 8. adbra a kocka grafjanak két lerajzolasat
mutatja. Azaz az abra ket izomorf grafot abrazol.
Az izomorfizmust bizonyitd ¢ bijekcio a két graf
csUcsait parokba allitja. Ezeket a parokat

Osszekotéssel szemléltetjuk.



